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完全 m部图 Km ( r)的谱
袁晓莉,郭大昌

(广东工业大学 应用数学学院, 广东 广州 510006)

摘要: 关于带有参数 ( n, k, a, c)的强正则图, 它的特征值具有如下性质:其中有一个特征值是度数 k, 它的重数取决

于图的连通分支数. 另外两个特征值分别是方程 x 2 - ( a- c) x- ( k- c) = 0的两个根为 �、T.其重数 m �、mT 满足这

样的等式: m�+ mT = n- 1、k+ m��+ mTT = 0.通过这样的性质,由强正则图可以容易得到它的谱.通过这一方法研

究一类完全 m部图 Km ( r)的谱.
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1� 相关定义

定义 1� 图 G是度为 k的正则图, 如果它满足:

每对相邻点都有 a个共同的领域点, 每对不相邻点

有 c个共同的领域点. 称图 G是具有参数 ( n, k, a, c)

的强正则图.

显然,空图以及完全图不是强正则图.而 C5就

是强正则图 ( 5, 2, 0, 1), 另外一类著名的图 Peterson

图也是强正则图,参数为 ( 10, 3, 0, 1).

通常, I定义为单位矩阵,是图 G的邻接矩阵. J

表示矩阵元素全为 1的矩阵, 由此得到 J - I - A是

图 G的补图 (G )的邻接矩阵.

引理 1
[ 1- 2] � G是非完全图和非空图,邻接矩阵

为 A. 那 G是强正则图当且仅当 A
2
是 A、I、J的线性

组合. 即

A
2
= kI + aA + c(J - I - A ). ( 1)

式 ( 1)是强正则图的另一定义方式.

式 ( 1) 可改写成

A
2
- ( a - c)A - ( k - c) I = cJ.

因此, A的不为 k的特征值是 f (x ) = 0的根. 设 �=

( a - c)
2
+ 4( k- c), 并用 �和 T表示另两个特征根,

可得到

�=
( a - c) + �

2
, T =

( a - c) - �
2

, ( 2)

且 �+ T = a- c, �T = c- k, 由式 (2)可以根据强正则

图的参数得到它的特征值 (但具有同一参数的强正

则图并不一定同构 )

特征值的重数同样可从参数得到. 设 �的重数

是 m �, T 的重数是 mT.由 k的重数是 1
[ 3]

, 而特征值

之和为 trA = 0,所以

m � + mT = n - 1, k + m��+ mTT = 0,

m � = -
( n - 1)T + k
�- T

, mT =
( n - 1) �+ k
�- T

. ( 3)

把式 (2)代入式 (3)得:

m � =
1

2
( n - 1) -

2k + ( n - 1) ( a - c)

�
,

mT =
1

2
( n - 1) +

2k + ( n - 1) ( a - c)

�

� � 由此看出,从参数 ( n, k, a, c)可计算出 �、m �、T、

mT,从而得到强正则图的谱. 事实上, 必须保证 m�、

mT 是整数.相反地, 从图的谱可得到一系列具有参

数 ( n, k, a, c)的强正则图.

2� 强正则图和它的补图

引理 2
[ 1, 4] � 若 G是具有参数的强正则图,则补

图 G也是强正则图, 具有参数 ( n, k, a, c),这里

k = n - k - 1, a = n - 2 - 2k + c, c = n - 2k + a.

� � 证明 � A表示 G的邻接矩阵, 从引理 1推断出,

若 A
2
可表示成 A、I、J的线性组合,即证.

由 J - A - I= A变形得 A + A = J - I,

(A + A )
2
= (J - I)

2
. ( 4)

式 ( 4 )可写成

A
2
+ A

2
+ 2AA = (J - I)

2
= ( n - 2)J + I.

( 5)

因为 G是强正则图, 从引理 1,可得

A
2
= kI + aA + c(J - I - A ). ( 6)

把式 (6)代入式 (5),变形得

kI + a(J - I - A ) + cA + A
2
+ 2A (J - I - A ) =



( n - 2)J + I. ( 7)

若 G是度为 k的正则图,则 AJ = JA = kJ
[ 5]

,

类似地

AJ = JA = kJ, k = n - k - 1.

因此式 ( 7)可改写成

A
2
- ( c - 2 - a)A - ( k - a - 1) I =

( a + 2k + 2 - n)J = ( n - 2k + a )J.

由此得到

k = n - k - 1, a = n - 2 - 2k + c,

c = n - 2k + a.

� � 引理 3
[ 1] � 若 G是具有参数 ( n, k, a, c)的强正

则图, 则以下等价:

1) G是不连通的;

2) c= 0;

3) a= k- 1;

4) G同构与 mK r, m > 1.

从这个引理,易得:

定理 1
[ 6] � 连通正则图是强正则的当且仅当邻

接矩阵 A恰有 3个不同的特征值.

3� 非本原的强正则图

定义 2� 若强正则图 G和它的补图都是连通

图,则图 G称为本原的.反之, 则非本原.

可证明只有一类非本原的强正则图. 由引理 3

可得非本原的强正则图同构于 mK r或是它的补图.

完全 m部图的定义是图的点分成 m 个不相连

的点集,每个点集中的点互不相邻,而不同点集间的

每对点必相邻. 若 m 个点集中的点数分别为 p、q、

�、r,则完全 m 部图可记为 Kp, q, �, r. 若 p = q = � r,

记为 Km ( r) . 不难证明, mK r的补图就是完全 m 部图

Km ( r) . 因此非本原强正则图仅是 Km ( r )或者 mK r.

引理 4
[ 2] � 强正则图 ( n, k, a, c)是非本原的当

且仅当 c= k,或者 c= 0.

不难证明

k ( k - a - 1) = ( n - k - 1) c, ( 8)

设 c= k,则 a= 2k- n, c= n - 2k+ a= 0.

式 ( 8)是个很重要的式子, 它表示出了强正则

图的参数之间的关系.

4� 完全 m部图 Km ( r )及它的谱

推论 � 设 G是完全 m部图 Km ( r) , 则 G 的谱是

k, k- n, 0, 重数分别是 1,
k

n - k
, ( n - 1) -

k

n - k
 

k

n- k
! 正整数, k= n - r, n= m r.

证明 � Km ( r )表示完全 m部图, 其中每个点集是

r个点. K m( r )是 mkr的补图.

从引理 4可证明 Km( r )是参数为 ( n, k, 2k- n, k )

的强正则图, k= n- r.

又因为

�=
( a - c) + �

2
, T =

( a - c) - �
2

,

得到 Km( r )的另外两个特征值为 k- n, 0.

从式 (3)同样可得到 �的重数 m�是
k

n- k
, T 的

重数 mT是 n- 1-
k

n - k
.由 Km ( r)的定义可得 k= n-

r.为了保证 m�是整数,要挑选合适的 m、r.

若 G的同谱图与 G同构,称图 G被它的谱特征

刻画.文献 [ 7]证明了: 对于任意正整数 r,完全多部

图 K r, r�, r被它的谱特征刻画.

虽然前面提到具有相同参数的强正则图不一定

同构,但对于完全 m 部图 Km( r)可以这么说. 也可以

推断出,反过来如果给出了 Km ( r)的谱,可唯一确定

Km ( r)或者是它的同构图.
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Spectra of CompleteM�Partite Graph
Yuan X iao�l,i Guo Da�chang

( F aculty o f Applied M athem atics, Guangdong University of Techno logy, Guangzhou 510006)

Abstrac t: The e ig envalues o f a strong ly regular g raph w ith pa ram e ters( n, k, a, c) , a re k and �, T wh ich a re the two roo ts o f the quadrat�

ic equation x 2 - ( a- c) x- ( k- c) = 0. Them ultiplic itiesm � andmT can be de term ined from the equationsm �+ mT = n- 1, k+ m ��+

mTT = 0. And this g ives an alte rna tive m ethod o f determ in ing its spectra. The com pletem ultipartite g raph Km (r) is illustrated.

K ey words: strong ly regu la r g raph; comp le tem ultipartite graph; spectra; impr im itive g raph
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Experimental Investigation ofUnsteady Heat Transfer Performance

of Three K inds of Buried Heat Exchangers
Y angM in, Chen Y ing, Shi Bao�x in

( Faculty o fM ater ia ls and Energy, Guangdong Un iversity o f Techno logy, Guangzhou 510006, Ch ina)

Abstract: The performance of three k inds o f heat transfers, w hich w ere sing le U�tube heat ex changer, doub leU �
tube heat exchanger and tube�in�tube heat exchange, w as studied when a source�ground heat pump system w as op�
erated as an unsteady heat rejectionmode. A fter experimental dataw ere arranged, the variat ions o f the temperature

of so i,l out letw ater as w ell as the heat exchange capab ility w ith time w ere gained. Comparison of the performance

betw een three heat exchangers show s that the doub leU�tube is the bes,t wh ich is 1. 05 and 1. 73 tim es as large as

the sing leU�tube and the tube�in�tube respectively. A lso flow resistances of the three heat exchangers are compared

at a constantw ater velocity.

Key words: buried heat exchanger; unsteady performance o f heat transfer; flow resistance
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